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Lemat 1. Dla dowolnego nieparzystego x, zachodzi nwd(z,z +4) =1

Dowdéd. Dowodzimy nie wprost, zalézmy ze nwd(z,x +4) > 1. W takiem
razie x i x + 4 musza by¢ podzielne przez pewna liczbe pierwsza p.

p nie moze by¢ wieksze od 4, gdyz wtedy jesli « bytoby wielokrotnoscia p,
to x + 4 juz by nie mogto.

p nie moze by¢ réwne 4, gdyz 4 nie jest liczba pierwsza.

p nie moze by¢ mniejsze od 4, gdyz wtedy albo p = 2, albo p = 3. Gdyby
p = 2, to x byloby podzielne przez 2, a zgodnie z zalozeniami x jest
nieparzyste, a jezeli p = 3 i = jest wielokrotnoécia p, to « + 4 nie jest
wielokrotnoscia p.

A wiec takie p nie istnieje, co jest sprzeczne z zatozeniami. Mozemy teraz
wyciagna¢ wniosek, ze nwd(z, x 4+ 4) = 1. Co kohczy dowdd lematu.

Spostrzezenie 1. Liczba catkowita dodatnia x jest szescianem liczby catko-
wite], wtedy i tylko wtedy,gdy dla dowolnej liczby pierwszej p, liczba catkowita
dodatnia k, taka ze p3* | x i p3F+1 f .

Lemat 2. Dia dowolnych calkowitych x,y,z, takich zenwd(x,y) =1 ix-y =
23, liczby x iy sq szeScianami liczb calkowitych.

Dowod. Dla dowolnej liczby pierwszej p, zgodnie ze spostrzezeniem 1, ist-
nieje takie calkowite nieujemne k, ze p3* | 23 i p?* | 23. Poniewaz liczby = iy
nie moga by¢ jednoczesnie podzielne przez p, to mozliwe sg dwie sytuacje:

PPl apT raapty
albo
PPy Ap¥F Ty Apta

A wiec zgodnie ze spostrzezeniem 1 liczby = i y sa szedcianami liczb catko-
witych.

Lemat 3. Dla dowolnego nieparzystego dodatniego x liczby x —2 1 x + 2 nie
sq jednocze$nie szescianami liczb naturalnych.
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Dowdd. Dowodzimy nie wprost, zalézmy ze istnieje takie nieparzyste do-
datnie =, ze * — 2 i x + 2 s3 jednoczesnie szeScianami liczb naturalnych.
Przyjmijmy p® =2 +2i k3 =2 — 2.

P =2+2-(2-2)=2-(-2)=4

Dla danego k, najmniejsza mozliwa wartoécia p* jest (k + 1) wiec:
PP k+1>P =k +3k +k+1

wiec dla dowolnych k i p zachodzi:
PPk >3+ k+1

4> 3k +k+1
Rozpatrzmy teraz dwa przypadki:

1. z <9, wtedy = nalezy do zbioru {1,3,5,7}.

r|lrx—2|x+2 Wyjasnienie
1 -1 3 3 nie jest szedcianem liczby catkowite;j.
3 1 5 5 nie jest szedcianem liczby catkowitej.
5 3 7 3 nie jest szedcianem liczby catkowite;j.
7 5 9 5 nie jest szescianem liczby caltkowite;j.

7, czego wniosek, ze nie istnieje takie nieparzyste dodatnie z < 9, zeby
x — 21 x4+ 2 byly jednoczesnie sze$cianami liczb naturalnych.

2. x 29, wtedy
k> 9
A wigc tym bardziej:

k3> 8

2
3 +k+1>3-242+1=9
9

Co jest nieprawdziwe, wigc nie istnieje takie nieparzyste dodatnie z >
9, zeby x — 2 i z + 2 byly jednoczesnie szeScianami liczb naturalnych.

Nie istnieje wiec takie nieparzyste dodatnie x, ze x —2 i £+ 2 sg jednocze$nie
szeScianami liczb naturalnych. Co koniczy dowéd lematu.
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Dowodzimy nie wprost, zalézmy ze istniejg takie nieparzyste dodatnie a i b,
ze:
a? -3 =4
Wtedy:
a?—4="0
a2 92 — 3

(a—2)(a+2) =103
(a—2)((a—2)+4) =0

Zgodnie z lematem 1 nwd((a — 2), (a —2) +4) = 1.
Zgodnie z lematem 2 istnieja takie catkowite k i p, ze:

B=a-2
oraz
p3:a—i—2

7 drugiej strony na mocy lematu 3, liczby a — 2 i a + 2 nie moga by¢
jednoczesnie szeScianami liczb naturalnych co jest sprzeczne z powyzszym.

Whiosek: Nie istnieja takie nieparzyste dodatnie a i b, ze a? —b> = 4. Co
konczy dowdd.



